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1. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n) { def f(n):
return 3 * n + 1; return 3 * n + 1
}
Jaki bedzie wynik wywotania £ (£(2))?
22

Rozwigzanie: f(2)=3-2+1=7,stad f(f(2) =f(7)=3-7+1=22.

2. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
bool f(string s) { def f(s):
int d = s.size(); d = len(s)
for (int i = 0; i < d; i++) for i in range(d):
if (s[i] !'= s[d - 1 - iD) if s[i] '=sld - 1 - i]:
return false; return False
return true; return True
¥
Zaznacz wszystkie wartosci parametru s, dla ktorych wywotanie f (s) zwraca wartos¢ true/True.
X aaaaa
O oij
[0 oioioi
X anna

Rozwiazanie: Funkcja sprawdza czy pierwszy znak jest réwny ostatniemu, czy drugi znak jest réwny przedostatniemu i
tak dalej, a zatem sprawdza czy napis s podany jako parametr jest palindromem.

3. Poprawnym nawiasowaniem nazywamy napis, ktéry moze powstac¢ z poprawnego wyrazenia arytmetycznego przez
opuszczenie wszystkiego poza znakami nawiaséw. Przyktadowo, nawiasowanie () (()) jest poprawne, a mogto
powstac na przyktad z wyrazenia (2+2)-(7-(3—-5)+2). Zaznacz wszystkie nawiasowania, ktére moga by¢ poprawne
jesli usuniemy z nich jeden znak.
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4. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
void f(int n) { def f(n):
for (int 1 = 0; 1 < n; i += 3) for i in range(0, n, 3):
for (int j = 0; j < mn; j += 2) for j in range(0, n, 2):
cout << "x"; print(’*’, end=’’)
¥
lle gwiazdek wypisze wywotanie f (20)?
70

Rozwiazanie: Pierwsza petla przechodzi po i € {0,3,6,...,18} (7 mozliwosci), a druga petla po j € {0,2,4,...,18} (10
mozliwosci). Gwiazdka wypisywana jest dla kazdej pary (i, j) z opisanych wczesniej zbioréw, stad wypisanych bedzie
7-10 = 70 gwiazdek.

5. Ktorej z ponizszych instrukcji nalezy uzy¢ (w jezyku C++ lub Python), aby obliczy¢ warto$¢ wyrazenia x — L%J -y
dla dowolnych dodatnich catkowitych wartosci x i y nie przekraczajacych 1000? Dla przypomnienia: symbol |-]
oznacza zaokraglenie w dét do najblizszej liczby catkowitej. Na przyktad: LQ%J =2.

O x +
O x *
Ox -
X

x %

< << <

Rozwiazanie: Jezeli od dzielnej odejmiemy wynik dzielenia razy dzielnik, to odjelismy wszystko poza reszta z dzielenia.
W C++ i w Pythonie operator reszty z dzielenia to %.

6. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
bool f(string s) { def f(s):
for (char x : s) for x in s:
if (x == ’a’) if x == ’a’:
return false; return False
return true; return True
}
Zaznacz ponizej wszystkie wartosci parametru s, dla ktérych wywotanie f (s) zwraca warto$¢ true/True.
0 kajak
X olek
[0 aaaaaaaaaa
X oij
X 2023

Rozwiazanie: Funkcja zwraca true/True tylko jesli napis podany na wejsciu nie zawiera litery a.
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7. Na ponizszym rysunku przedstawiona jest sie¢ potaczen miedzy punktami. Liczby przy krawedziach oznaczaja czas
przejécia dana droga w minutach. Listonosz wyrusza z punktu A i chce zostawic¢ list w kazdym punkcie od B do G,
w dowolnej kolejnosci. Listonosz moze zakonczy¢ trase w dowolnym punkcie, a podczas trasy moze zawracac.

Sie¢ potaczen miedzy domami. Etykiety krawedzi oznaczaja czas przejscia w minutach.

Jaki jest najkrotszy czas (w minutach) w jakim moze tego dokonac?
24 ‘

Rozwigzanie: Optymalna $ciezka przebiega kolejno przez punkty A—-B —> D - C - D —- E —- G — F. Jej koszt to
2+5+3+3+3+6+2=24 minuty.

8. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
void f(string s) { def f(s):
bool zapis = false; zapis = False
for (char x : s) { for x in s:
if (zapis) cout << x; if zapis: print(x, end=’’)
zapis = !zapis; zapis = not zapis
}
}
Co zostanie wypisane po wywotaniu funkcji £ ("1234567")?
246

Rozwigzanie: Funkcja wybiera z napisu co drugi znak poczynajac od drugiego.

9. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna o sumie cyfr 20 i wszystkich cyfrach ré6znych?
389

Rozwigzanie: Skoro kazda cyfra moze by¢ réwna co najwyzej 9, konieczna bedzie liczba co najmniej trzycyfrowa. Cyfra
setek musi by¢ réwna co najmniej 3, poniewaz z mniej znaczacych cyfr mozemy uzyska¢ sume co najwyzej 8 +9 = 17.
Optymalnie jest wiec wybra¢ liczbe 389.
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10. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python

int f(int n) { def f(n):
int wynik = O; wynik = 0
for (int i = 0; i < n; i++) for i in range(n):

for (int j = 0; j < m; j++) for j in range(n):
if (A+J)%2==0) if G+ 3 %2==0:
wynik++; wynik += 1

return wynik; return wynik

}

Jaki bedzie wynik wywotania £ (8)?

32

Rozwigzanie: Jesli wyobrazimy sobie szachownice 8 X 8 i przyjmiemy, ze i jest numerem wiersza, a j numerem kolumny
w szachownicy, to wynik zwiekszany jest tylko dla tych par (i, j), ze pole (i, j) jest czarne. Na szachownicy 8 X 8 sa 32
pola czarne.

11. Skoczek szachowy moze poruszac sie po szachownicy zgodnie z rysunkiem ponizej (w jednym ruchu o dwa pola
w pionie i jedno w poziomie lub jedno pole w pionie i dwa w poziomie.
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Mozliwe ruchy skoczka szachowego Szachownica 8 x 8.

N W b~ o0 NN

lle najmniej ruchéw musi wykona¢ skoczek szachowy, aby przedostac sie z pola a1 (lewy dolny rég szachownicy)
do pola h8 (prawy gorny rég szachownicy 8 x 8)?
6

Rozwigzanie: Przyktadowe rozwiazanie to: al — ¢2 — e3 — d5 — e7 — g6 — h8.

Pokazemy, ze nie jest mozliwe dotarcie do celu w mniej niz szeSciu ruchach. Zauwazmy, ze odlegtos¢ miedzy polami al
oraz h8 to siedem pdl w pionie i siedem pél w poziomie. Razem réznica pozycji wynosi 7+ 7 = 14. Ruchy skoczka moga
zmieniac te réznice jedynie o +3, +1, —1 lub —3. Potrzeba co najmniej szesciu takich zmian réznicy aby zmieni¢ réznice

pozycji o 14.
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12. lle jest liczb naturalnych z przedziatu od 1 do 100 wtacznie, w ktérych zapisie w systemie dwéjkowym (bez zer
wiodacych) wystepuje cyfra 0?7
‘94

Rozwiazanie: Jedynie liczby postaci 2K —1 (dla k € NU{0}) czyli 1, 3,7, 15, 31, 63 sktadaja sie z samych jedynek w zapisie
dwdjkowym. Wszystkie pozostate liczby maja co najmniej jedno zero. Pozostatych liczb jest 100 — 6 = 94.

13. Z ciaqu (6,1,10,4,8,3,9,5,2,12,7) nalezy wykresli¢c niektére elementy w taki sposob, aby pozostate elementy czy-
tane od lewej do prawej tworzyty ciag rosnacy. lle co najwyzej elementéw mozemy pozostawi¢ w ciagu?
5

Rozwigzanie: Optymalnie jest pozostawi¢ ciag (1,4, 8,9, 12).

14. Rozwazmy ponizsza funkcje rekurencyjna:

wersja C++ wersja Python
int £(int n) { def f(n):
if (n < 0) return O; if n < 0: return O
return n + f(n - 2); return n + f(n - 2)
}
Jaki wynik zwréci wywotanie f (21)7?
121

Rozwiazanie: Wynikiem dziatania funkgji bedzie:
21+19+17+...+1

Poniewaz dodawanie jest przemienne, mozemy pogrupowac wyrazy powyzszej sumy w nastepujacy sposob: pierwszy
z ostatnim, drugi z przedostatnim itd. Otrzymamy wtedy:

21+1+19+3+17+5+15+7+13+9+11

A zatem kazda petna grupa ma sume 22, jest pie¢ petnych grup i jedna niepetna grupa (zawierajaca liczbe 11). Ostate-
cznie otrzymujemy 5-22+ 11 = 121.

15. Zaznacz wszystkie liczby podzielne przez 3.

X 123456

O 111112 (liczba podana jest w systemie dwdjkowym)
0 10°+1

O 230

Rozwiazanie: Liczbe 123456 mozemy sprawdzi¢ z uzyciem standardowej reguty podzielnosci przez 3 (suma cyfr jest
podzielna przez 3). Liczba 111113 = 16+8+4+2+1 = 31, a wiec nie jest podzielna przez 3. Liczba 10° +1 ma sume cyfr
2, jest wiec niepodzielna przez 3. Liczba 239 ma w rozktadzie na czynniki pierwsze jedynie czynniki 2, a nie ma zadnego
czynnika 3, stad jest niepodzielna przez 3.
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16. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n, int k) { def f(n, k):

int wynik = 1; wynik = 1

for (int i = 1; i <= n; i++) for i in range(l, n + 1):

if (i '= k) if 1 = k:
wynik *= 1ij; wynik *= i

return wynik; return wynik
}
Z jaka wartoscia k wywotano £ (6, k), jezeli uzyskany wynik to 1447
‘5
Rozwiazanie: Program oblicza wynik dzielenia silni liczby n (iloczynu 1-2-...-n) przez k (lub, jesli k nie jest w przedziale
1 do n, program oblicza po prostu silnie liczby n).

Mozna prébowaé rozwiazac réwnanie %! = 144, ale obliczeniowo najtatwiej jest rozwazy¢ rozktad na czynniki pierwsze

liczby 6! =2-3-22.5-2.3. Jest to liczba podzielna przez 5, za$ liczba 144 nie jest podzielna przez 5, stad k = 5.

17. Rozwazmy system monetarny, w ktérym sa jedynie nominaty 9 oraz 25. lle catkowitych kwot miedzy 1 i 100
witacznie mozna wydaé z uzyciem tych nominatéw? Kazdego nominatu mozna uzy¢ dowolnie wiele razy.
30

Rozwiazanie: Wydajac kwote od 1 do 100 mozemy uzy¢ nominatu 25 co najwyzej cztery razy:
e jesli nie uzyjemy go wcale, mozemy wyda¢ nominatem 9 kwoty 9,18, ...,99 (11 mozliwosci),
e jezeli uzyjemy go raz, mozemy wydac kwoty 25, 34,43, ...,97 (9 mozliwosci),
e jezeli uzyjemy go dwa razy, mozemy wyda¢ kwoty 50, 59,68, ...,95 (6 mozliwosci),
e jezeli uzyjemy go trzy razy, mozemy wydac kwoty 75, 84,93 (3 mozliwosci),
e jezeli uzyjemy go cztery razy, mozemy wyda¢ kwote 100 (jedna mozliwos¢).

Wszystkie uzyskane mozliwosci daty rézne kwoty, co oznacza ze mamy 11+9+6+3+1 = 30 réznych kwot, ktére mozna
wydac.

18. lle wynosi suma wszystkich 24 réznych liczb jakie mozna uzyska¢ przez ustawienie cyfr 1, 2, 3 i 4 w pewnej
kolejnosci? Kazdej cyfry nalezy uzy¢ doktadnie raz.
66660

Rozwiazanie: Wszystkich liczb jest do$¢ duzo, mozna jednak skupi¢ sie na konkretnej cyfrze i konkretnej pozycji
dziesietnej. Na przyktad: cyfra 3 wystapi na pozycji cyfry jednosci doktadnie sze$¢ razy (bo na pozostatych pozycjach
cyfry 1, 2 i 4 mozna ustawi¢ na sze$¢ sposobéw).

Bardziej ogdlnie, ustalmy konkretna cyfre oraz konkretna pozycje dziesietna. Jest doktadnie sze$¢ ustawien pozostatych
cyfr na pozostatych pozycjach dziesietnych. A wiec dla kazdej cyfry i kazdej pozycji dziesietnej musimy policzy¢ ten
wktad szesciokrotnie. Suma liczb z zadania wynikajaca z cyfr jednosci wynosi 6- (1+2+3+4) = 60. Analogicznie wktad
z cyfr dziesiatek wynosi 600, cyfr setek 6000, a cyfr tysiecy 60000. taczna suma wszystkich ustawien cyfr jest wiec
réwna 66 660.
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19. Rozwazmy ponizsza funkcje rekurencyjna:

wersja C++ wersja Python
void f(int poziom, int wartosc) { def f(poziom, wartosc):
if (poziom == 5) { if poziom ==
cout << wartosc << "\n"; print (wartosc)
return; return
} f(poziom + 1, 2 * wartosc)
f(poziom + 1, 2 * wartosc); f(poziom + 1, 2 * wartosc + 1)
f(poziom + 1, 2 * wartosc + 1);
¥
Jaka bedzie najwieksza wypisana warto$¢ po wywotaniu £ (0, 1)?
63

Rozwigzanie: Na poziomie 1 uzyska¢ mozemy wartosci 2 lub 3, na poziomie drugim wartosci 4, 5,6 lub 7, na poziomie
trzecim wartosci od 8 do 15 wtacznie, na poziomie czwartym wartosci od 16 do 31 wiacznie, zas na poziomie pigtym
wartosci od 32 do 63 wtacznie.
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20. Rozwazmy ponizsza funkcje:

wersja C++ wersja Python
int f(int n) { def f(n):
int wynik = O; wynik = 0
for (int i = 1; i <= n; i++) { for i in range(l, n + 1):
int ile = 0; ile = 0
for (int j = 1; j <= 1i; j++) for j in range(l, i + 1):
if (4% j==0) if 1% j ==
ilet++; ile += 1
if ((ile >= 6) and (ile <= 8)) if (ile >= 6) and (ile <= 8):
wynik++; wynik += 1
} return wynik
return wynik;
}
Jaki jest wynik wywotania f (80)?
23
Rozwiazanie: Funkcja sprawdza ile sposrédd liczb ze zbioru {1,2,...,n} ma od szeSciu do o$miu dzielnikdw.
Zauwazmy, ze liczba postaci
N=p1q1 .p2qz ,...,ann
gdzie p1,p2,...,pn Sa réznymi liczbami pierwszymi ma doktadnie

(g1 +1)-(g2+1)-...(gn+1)
dzielnikéw. Wynika to z faktu, ze kazda liczba postaci:

ri r2 | n

p1 - p2 - Pn

gdzie r; € {0,1,2,...,¢q;} jest unikalnym dzielnikiem N.

Sprobujemy dopasowac¢ do tego wzoru liczby tak, aby miaty 6, 7 lub 8 dzielnikéw.

Rozwazmy najpierw liczby z zakresu 1 do 80 wtacznie, ktére maja doktadnie siedem dzielnikéw. Sa to liczby postaci p%,
gdzie p jest liczba pierwsza. Dla p = 2 otrzymujemy liczbe 64, zas dla wigkszych p otrzymamy liczby wieksze niz 80.
Liczby, ktére maja szes¢ dzielnikéw sa postaci p® (w interesujacym nas zakresie jest jedynie liczba 2% = 32) lub p2 - g,
gdzie p # g sa liczbami pierwszymi. Dla p = 2 w interesujacym nas zakresie znajdziemy ¢ € {3,5,7,11,13,17,19},
co daje liczby 12,20, 28,44, 52,68,76. Dla p = 3 pasuja ¢ € {2,5,7}, czyli liczby 18,45,63. Dla p =5 pasuja g € {2, 3},
czyli liczby 50 i 75. Dla wiekszych p uzyskiwane liczby beda poza interesujacym nas zakresem.

Liczby, ktére maja osiem dzielnikéw sa postaci:

o p7 (w interesujacym nas zakresie nie ma zadnej takiej liczby)

o p3 . ¢ (z zatozeniami jak wyzej) Dla p = 2, mozemy przyjac¢ g € {3,5,7} otrzymujac liczby 24,40 oraz 56. Dla
p = 3 mozemy przyja¢ g = 2 otrzymujac liczbe 54. Dla wiekszych p uzyskiwane liczby beda poza interesujacym
nas zakresem.

e lub p-q-r (gdzie p,q,r to rézne liczby pierwsze). Pasujace rozktady to: 2-3-5=30,2-3-7=42,2-3-11 = 66,
2.-3-13=T8o0raz2-5-7="170.

Ostatecznie, sa 23 liczby o szeéciu, siedmiu lub oémiu dzielnikach.
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